ГЛАВА 5. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В главе приведены решения проблем управляемости для линейных дифференциальных уравнений и для линейных интегро-дифференциальных уравнений. Решены две задачи: существование решения задачи управляемости и построение множества  всех управлений, каждый элемент которого переводит траекторию системы из любого начального состояния в заданное конечное состояние.


Результаты данной главы являются основой для решения краевых задач оптимального управления.

ЛЕКЦИЯ 21. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО КЛАССА ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Проблема управляемости динамических систем тесно связана со свойствами решения интегральных уравнений. Рассмотрим интегральное уравнение следующего вида:
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. Интегральное уравнение вида (1) может быть отнесено к типу интегральных уравнений Фредгольма первого рода.

Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения интегрального уравнения (1).

Задача 2. Найти общие решения интегрального уравнения (1).

Решения ряда краевых задач управляемости и оптимального управления классических краевых задач, задачи на собственные значения и предельные циклы могут быть сведены к решению интегральных уравнений вида (1).


Существование решения. Необходимые и достаточные условия существования решения интегрального уравнения вида (1) дает следующая теорема.

Теорема 1. Интегральное уравнение (1) при любом фиксированном 
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Доказательство. Достаточность. Пусть матрица 
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. Покажем, что интегральное уравнение (1) имеет решение. В самом деле, поскольку матрица 
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Следовательно, в случае, когда матрица 
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Необходимость. Пусть интегральное уравнение (1) имеет решение при любом фиксированном 
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Предположим противное. Пусть матрица 
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Заметим, что 
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Тогда функция 
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Как следует из соотношений (3), (4), верно равенство
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Это противоречит тому, что 
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Таким образом, необходимым и достаточным условием существования решения интегрального уравнения (1) является положительная определенность матрицы 
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Общее решение. Множество всех решений интегрального уравнения (1) дает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть матрица 
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Доказательство. Введем следующие множества
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где множество 
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 содержит все решения интегрального уравнения (1). Теорема утверждает, что функция 
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Покажем, что 
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Отсюда следует, что 
[image: image76.wmf]U

t

u

Î

)

(

. Следовательно, множество 
[image: image77.wmf]U

Q

Ì

.


Покажем, что 
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Заметим, что в соотношении (7) функция 
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Свойства решения. Следует отметить, что:
1. Как следует из формулы (5), функция 
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– частное решение интегрального уравнения (1),
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– решение однородного интегрального уравнения
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Пример 1. Рассмотрим интегральное уравнение
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Следовательно, данное интегральное уравнение имеет решение. Общее решение, согласно формуле (5), запишется в виде 
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Пример 2. Рассмотрим интегральное уравнение
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Как следует из теоремы 1, интегральное уравнение (8) имеет решение тогда и только тогда, когда матрица
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Общее решение интегрального уравнения (8), согласно теореме 2, имеет вид
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Решение однородного интегрального уравнения
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ЛЕКЦИЯ 22. УПРАВЛЯЕМОСТЬ СИСТЕМ, ОПИСЫВАЕМЫХ ЛИНЕЙНЫМИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ


Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, описываемый линейным дифференциальным уравнением
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где A(t), B(t) – заданные матрицы с кусочно-непрерывными элементами порядка 
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Определение 1. Говорят, что система (1) управляема в момент времени 
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Заметим, что: 1. Пусть система (1) управляема в момент времени 
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Ставятся следующие две задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия управляемости системы (1).


Задача 2. Найти множество всех управлений, каждый элемент которого переводит траекторию системы (1) из любого начального состояния 
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Критерий управляемости. Пусть 
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Тогда задача 1 равносильна следующей: найти необходимые и достаточные условия того, что множество 
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Доказательство. Решение системы (1) имеет вид
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Тогда управление, которое переводит траекторию системы (1) из начального состояния 
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Отсюда имеем
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Обозначим через
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Теперь интегральное уравнение (4) относительно переменной 
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где вектор 
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Как следует из теоремы 1 (лекция 21), интегральное управление (6) имеет решение тогда и только тогда, когда матрица
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Теорема 2. Пусть матрица 
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Решение дифференциального управления (1), соответствующее управлению 
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Доказательство. Заметим, что решение дифференциального уравнения (9) имеет вид
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Из теоремы 2 (лекция 21) следует, что общее решение интегрального уравнения (6) имеет вид
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Из (13), (14), с учетом обозначения (7), получим
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Пусть 
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где вектор 
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Тогда из (15), (16) следует
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Поскольку
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то соотношение (17) запишется в  виде
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Отсюда следует формула (10). Заметим, что 
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Теорема доказана.


Пример. Уравнение движения системы имеет вид
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а) решение линейной однородной системы 
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Матрица
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б) для системы (18) матрицы 
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Отсюда следует, что система (18), (19) управляема (см. теорему 1);
г) матрицы 
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ЛЕКЦИЯ 23. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦЕНТАМИ. ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦ


Рассмотрим случай, когда A, B – постоянные матрицы. В этом случае имеем
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где A, B – матрицы порядков 
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Интегральное уравнение (6) запишется так
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Для системы (18), (19) остаются верными все результаты, приведенные в лекции 22, где 
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. Однако для линейных систем с постоянными коэффициентами можно получить ранговый критерий управляемости, который легко проверяется. Для доказательства теорем о ранговом критерии управляемости необходимы сведения о функциях от матриц.


Функции от матриц. Применение функций от матриц для линейных систем был предложено И.А. Лаппо-Данилевским, подробное изложение функций от матриц можно найти в книге: Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. – М.: Наука, 1966.


Кратко изложим суть функций от матриц. Пусть A – постоянная матрица порядка 
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Обозначим через 
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то минимальный аннулирующий полином
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Пример 1. Пусть матрица
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Тогда характеристическая матрица (n=3)
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Характеристический полином
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Присоединенная матрица
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Наибольший общий делитель элементов присоединенной матрицы 
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Числа, определяемые соотношениями (6), называются значениями произвольной функции 
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Функции от матрицы определяются так: значение функции 
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Целесообразно среди всех полиномов, принимающих те же значения на спектре матрицы A, что и функция 
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Интерполяционный полином Лагранжа-Сильвестра, удовлетворяющий условиям (7), определяется по формуле
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Пример 2. Рассмотрим матрицу A из примера 1. Пусть функция 
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Интерполяционные условия, согласно (7), имеют следующий вид
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Согласно формуле (8), имеем
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Критерий управляемости. Рассмотрим управляемость системы (1), (2).


Теорема 1. Для того, чтобы система (1) была управляема, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы
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Как следует из теории функций от матриц,  верно представление
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где s –степень минимального аннулирующего полинома 
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Из (11) следует, что
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Следовательно
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Если ввести обозначения
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то соотношение (12) запишется в виде
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Матрица 
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Теперь равенство (13) запишется так
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Таким образом, вектор 
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Тогда для управляемости системы (1) необходимо и достаточно, чтобы
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Теорема доказана.


Критерий управляемости
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называется ранговым. Как следует из результатов лекции 22, для управляемой системы (1) необходимо и достаточно, чтобы матрица
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2 из лекции 22.


Пример 3. Уравнение движения системы имеет вид
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В векторной форме уравнение движения запишется в виде
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Следовательно, 
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Матрица
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Легко убедиться в том, что матрица 
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ЛЕКЦИЯ 24. ЛИНЕЙНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ I
Линейное интегральное уравнение. Рассмотрим интегральное уравнение следующего вида
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Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения интегрального уравнения (1).

 
Задача 2.  Найти общее решение интегрального уравнения (1).


А. Существование решения. Необходимые и достаточные условия существования решения интегрального уравнения (1) дает следующая теорема.


Теорема 1. Интегральное уравнение (1) имеет решение тогда и только тогда, когда матрица
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Следовательно, в случае, когда матрица 
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Необходимость. Пусть интегральное уравнение (1) имеет решение при любом заданном  
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Тогда функция 
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Как следует из соотношений (3), (4), верно равенство
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Это противоречит тому, что 
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где множество U содержит все решения интегрального уравнения (1). Теорема утверждает, что функция 
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2. Функции 
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3. Функция 
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4. Множество решений интегрального уравнения (1) является  выпуклым.  Как  следует  из  доказательства теоремы 2, множеством всех решений уравнения (1) является 
[image: image544.wmf]W

. Покажем, что 
[image: image545.wmf]W

– выпуклое множество. Пусть 


[image: image546.wmf]ò

ò

Î

-

+

=

Î

-

+

=

-

-

-

-

1

0

1

0

)

,

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

,

)

,

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

1

*

1

*

1

*

1

*

t

t

t

t

W

d

t

p

t

K

t

C

t

K

t

p

t

v

t

C

t

K

t

u

W

d

t

p

t

K

t

C

t

K

t

p

t

v

t

C

t

K

t

u

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t


– произвольные элементы множества 
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Пример 1. Дано интегральное уравнение 
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Отсюда следует, что данное интегральное уравнение имеет решение для любой функции 
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– произвольная функция.
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В. Управляемость интегро–дифференциального уравнения I. 
Рассмотрим решение задачи управляемости для интегро–дифференциального уравнения. Управляемый процесс описывается уравнением 
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с краевым условием 
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Ставится задача: найти множество 
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Введем обозначения
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Теперь уравнение (8) с краевым условием (9) запишется так 
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Решение системы (11) имеет вид
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Как следует из результатов лекции 21, множество всех управлений 
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а решение системы (11) имеет вид
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Здесь (см. лекцию 21, (14), (15))
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Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия:

1) матрица 
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2) матрица 
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где функция 
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определяется по формуле (13).


Доказательство теоремы следует из теорем 1, 2 и результатов  лекции 21.
ЛЕКЦИЯ 25. ЛИНЕЙНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ II

Линейное интегральное уравнение. Рассмотрим интегральное уравнение следующего вида
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где ядро оператора 
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 удовлетворяет условиям, приведенным в лекции 24.


Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимое и достаточное условие существования решения интегрального уравнения (1).

Задача 2. Найти решение интегрального уравнения (1).


А. Существование решения. Для решения задач 1, 2 необходимо изучить следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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2) градиент функционала 
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3) функционал (2) при условии (3) является выпуклым, т.е.
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4) вторая производная 
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5) если выполнено неравенство
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то функционал (2) при условии (3) является сильно выпуклым на 
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Доказательство. Как следует из (2), функционал
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Тогда приращение функционала 
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где
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Из (9) следует, что 
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Тогда


[image: image661.wmf]h

l

d

u

J

h

u

J

u

J

h

u

J

t

t

L

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

-

+

¢

=

¢

-

+

¢

ò

2

1

2

1

0

2

)

(

)

(

)

(

)

(

t

,

для любых 
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Покажем, что функционал (2) является выпуклым. В самом деле, для любых 
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Это означает, что функционал (2) является выпуклым, т.е. выполнено неравенство (6). Как следует из (4), приращение
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Следовательно, 
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Это означает, что функционал 
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Б. Решение интегрального уравнения. Заметим, что нижняя грань функционала (2) на множестве 
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Однако, решение интегрального уравнения (10) довольно сложная задача. Ниже предлагается другой метод поиска оптимального управления 
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3. Определяется следующее приближение
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4. В общем случае
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Теорема 2. Пусть для задачи (2), (3) построена последовательность 
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2) если множество 
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Справедлива следующая оценка скорости сходимости
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3) если выполнено неравенство (8), то последовательность 
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4) для того, чтобы интегральное уравнение Фредгольма первого рода (1) имело решение, необходимо и достаточно, чтобы значение 
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Доказательство. Так как 
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Отсюда следует, что 
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Следовательно, последовательность 
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Отсюда следует первая оценка (13). Можно показать, что для сильно выпуклого функционала верна вторая оценка из (13) (см. лекцию 7). Третье утверждение теоремы доказано.
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Пример. Дано интегральное уравнение
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Оптимизационная задача (2), (3) имеет вид
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Градиент функционала
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Постоянная Липшица
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Последовательность 
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Последовательность 
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Управляемость интегро-дифференциального уравнения II. Рассмотрим задачу управляемости для интегро-дифференциального уравнения вида
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Для задачи управляемости (15), (16) функция
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Необходимо найти множество
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где множество V определяется по формуле (13) из лекции 24.
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Доказательство теоремы следует из теорем 1,2.
ГЛАВА 6. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ

Изложены методы решения задачи оптимального быстродействия линейных и нелинейных систем при наличии фазовых и интегральных ограничений, а также ограничений на значения управления. Предлагается принцип погружения, который позволяет свести исходную задачу оптимального быстродействия к специфической задаче оптимального управления процессов со свободными правыми концами траектории. Получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи быстродействия и разработан конструктивный метод построения задачи оптимального быстродействия.

ЛЕКЦИЯ 26. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ I

Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия: минимизировать функционал
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с краевыми условиями
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при наличии фазовых ограничений
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а также интегральных ограничений
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ограничения на значения управления
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Здесь A(t), B(t) – матрицы порядка 
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В частности,
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Ставятся следующие две задачи:

Задача 1. Найти необходимое и достаточное условия существования решения задачи оптимального быстродействия (1) – (7);


Задача 2. Найти оптимальное управление 
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Заметим, что, в частности, состояния 
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Принцип погружения. Рассмотрим интегральные ограничения (5). Введем вектор функцию 
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Теперь исходная задача (1) – (7) с учетом (8) – (10) запишется в виде: минимизировать функционал
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где матрицы
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Введем следующие векторы и матрицы
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Теперь задача оптимального быстродействия (11) – (14) имеет вид: минимизировать функционал
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Наряду с дифференциальным уравнением (16) с краевыми условиями (17) рассмотрим линейную управляемую систему
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Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (19), соответствующее управлениям (22) – (24), имеет вид
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Доказательство. Решение дифференциального уравнения (19) имеет вид
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Рассмотрим краевые задачи (16) – (18) и (19) – (21).


Лемма 1. Пусть матрица 
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где функция 
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Доказательство. Пусть множества
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Пусть выполнены соотношения (33) – (39). Покажем, что краевая задача (16) – (18) имеет решение. Действительно, как следует из теоремы 1, краевая задача (19) – (21) имеет решение тогда и только тогда, когда 
[image: image888.wmf]3

3

2

2

1

1

)

(

,

)

(

,

)

(

W

t

w

W

t

w

W

t

w

Î

Î

Î

. В частности, если выполнены соотношения (33) – (35), т.е. 
[image: image889.wmf]3

1

3

2

0

2

1

1

)

(

,

)

(

,

)

(

)

(

W

x

t

w

W

x

t

w

W

t

u

t

w

Î

=

Î

=

Î

=

, то функция 
[image: image890.wmf]I

t

t

t

y

Î

=

),

(

)

(

x

, причем 
[image: image891.wmf]1

1

1

0

0

0

)

(

)

(

,

)

(

)

(

x

x

x

x

=

=

=

=

t

t

y

t

t

y

. Поскольку 
[image: image892.wmf]I

t

t

x

t

y

P

t

P

Î

=

=

),

(

)

(

)

(

1

1

x

, то соотношение (36) равносильно тому, что 
[image: image893.wmf]I

t

t

G

t

x

Î

Î

),

(

)

(

. Дифференциальное уравнение (37) с включениями (38) следует из (25), (26) соответственно. Соотношение (39) соответствует включениям (17), (18). Равносильность (33) – (39) к краевой задаче (16) – (18) доказана.


Пусть краевая задача (16) – (18) имеет решение. Покажем, что выполнены соотношения (33) – (39). В самом деле, краевая задача (16) – (18) имеет решение тогда и только тогда, когда 
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Следствие. Задача оптимального быстродействия (1) – (7) равносильна следующей задаче: минимизировать функционал
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при условиях
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где функция 
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Доказательство непосредственно следует из леммы 1, в самом деле, значение 
[image: image904.wmf]0

)

,

,

,

,

,

,

(

1

0

1

=

d

x

x

v

u

z

J

n

 тогда и только тогда, когда 
[image: image905.wmf]I

t

t

l

t

y

P

t

L

t

x

t

w

x

t

w

t

u

t

w

Î

-

=

=

=

=

),

(

)

(

)

(

)

(

,

)

(

,

)

(

),

(

)

(

1

1

3

0

2

1

n

, где 
[image: image906.wmf]1

1

)

(

W

t

w

Î

, 
[image: image907.wmf]3

1

2

0

,

W

x

W

x

Î

Î

. Следовательно, выполнены равенства (33) – (35).


Следует отметить, что задача оптимального быстродействия (1) – (7) равносильна задаче (15) – (18). Следовательно, для существования решения задачи оптимального быстродействия (1) – (7) необходимо и достаточно выполнение (41) – (44).
ЛЕКЦИЯ 27. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ II
Принцип погружения. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Переход от исходной задачи (2)–(7) (или (16)–(18)) к задаче оптимального управления (45)–(49) назовем принципом погружения.


Следует отметить, что:

1. В отличие от краевой задачи (2)–(7) с фазовыми и интегральными ограничениями, задача оптимального управления (45)–(49) является задачей со свободным правым концом траектории.
2. Необходимым и достаточным условием существования решения краевой задачи (2)–(7) является равенство нулю значения функционала 
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J

.
3. Значение функционала 
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, то сложная краевая задача (2)–(7) имеет решение.
4. Для того чтобы задача оптимального быстродействия (1)–(7) имела решение, необходимо и достаточно, чтобы краевая задача (2)–(7) имела решение.
5. Принцип погружения позволяет сформулировать теорему существования решения задачи оптимального быстродействия и предложить конструктивный метод проверки существования оптимального управления.


Существование решения. Рассмотрим решение задачи 1 о существовании оптимального управления для задачи (1)–(7). 


Пусть пространство
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 – достаточно большое число. Пусть множество 
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Для оптимизационной задачи (45)–(49) управлением является вектор-функция
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Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Оптимизационная задача (50)–(52) отличается от   (45)–(49) тем, что вместо пространств 
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. Оптимизационная задача (50)–(52) может быть представлена в виде 
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Пусть множество 
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Лемма 2. Пусть матрица 
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Доказательство. Задача оптимального быстродействия (1)–(7) имеет решение тогда и только тогда, когда краевая задача (2)–(7) с фазовыми и интегральными ограничениями и ограничениями на значения управления имеет решение для некоторого значения 
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Таким образом, для существования решения задачи оптимального быстродействия необходимо:

1. Показать, что в задаче (50)–(52) достигается нижняя грань функционала на множестве 
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Задачу оптимального управления (50)–(52) можно записать в виде: минимизировать функционал
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при условиях
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где
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Лемма 3. Если 
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– выпукло и замкнуто. Тогда множество 
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– выпукло и замкнуто. Лемма доказана. 


Лемма 4. Функционал (53) при условиях (54) является выпуклым.
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Доказательство леммы непосредственно следует из леммы 6.

Теорема 2. Функционал (53) при условиях (54) непрерывно дифференцируем в смысле Фреше, градиент функционала
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Приращение функционала 
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в силу (60), (62). Теперь приращение функционала (63) может быть представлено в виде 
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Отсюда следует (57). Первое утверждение теоремы доказано.
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Отсюда следует оценка (61). Теорема доказана.
ЛЕКЦИЯ 28. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ III
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Алгоритм построения последовательностей 
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2. Находится решение дифференциального уравнения
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Пусть 
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3. Определяется решение сопряженной системы
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4. Вычисляется градиент 
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5. Строится следующее приближение 
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С другой стороны, для функционала 
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Из (65), (66) при 
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Умножив данное неравенство на (–1)  и полагая 
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Из (65) – (68) следует, что
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Итак, в слабо предельной точке 
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Заметим, что верна следующая оценка (см. (67), (69))
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Отметим, что: 1. Для любой начальной точки 
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2. Для построения решения задачи оптимального управления (53), (54) необходимо найти точку 
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4. Для построения решения задачи оптимального управления (53), (54) необходимо найти последовательность 
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Рассмотрим следующее семейство задач оптимального управления: минимизировать функционал
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при  условиях
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где числовая последовательность 
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Теорема 4. Пусть моменты времени 
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2. Для любого 
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функция 
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2. Неравенство (73) следует из
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На основе формул (74) – (76) строим последовательности 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, последовательность 
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2. Последовательность 
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3. Справедливы следующие оценки
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4. Последовательности 
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Построение оптимального решения задачи (1) – (7). Предлагается следующий алгоритм построения оптимального решения задачи быстродействия (1) – (7).

1. Строится какое-либо допустимое управление по методу, изложенному выше. Для этого достаточно выбрать некоторое значение 
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Повторяя данную процедуру, можно со сколь угодной точностью найти значение 
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Пример. Минимизировать функционал
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Для данного примера
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В векторной форме задача оптимального быстродействия (78) – (81) запишется в виде
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Матрицы
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1. Принцип погружения. Линейная управляемая система (19)–(21) имеет вид
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Вычислим следующие векторы и матрицы
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Задача оптимального управления (53), (54) имеет вид
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2. Градиент функционала. Вычислим частные производные
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Градиент функционала 
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3.  Минимизирующие последовательности. Строим последовательности
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4. Построение оптимального решения. А. Выберем значение 
[image: image1335.wmf]8

1

=

t

. Строим допустимое управление путем построения минимизирующей последовательности (85) с учетом (84). Для данной задачи при 
[image: image1336.wmf]8

1

=

t

 оптимальное решение задачи (82), (83) следующее:

[image: image1337.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

£

£

-

<

£

+

<

£

-

=

=

*

*

*

).

(

)

(

,

8

8

49

1

,

8

49

8

17

1

,

8

17

0

1

)

(

)

(

1

1

1

t

v

t

w

t

если

t

если

t

если

t

v

t

u


Значение 
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2. Выберем 
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Значение 
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3. Выберем 
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Оптимальная траектория для задачи (78) – (81):
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Эти результаты совпадают с результатами, полученными с помощью принципа максимума Л. С. Понтрягина.
ЛЕКЦИЯ 29. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ I
Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия следующего вида: минимизировать функционал 
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а также интегральных ограничений 
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ограничений на значения управления 
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Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения задачи оптимального быстродействия (1)–(7);
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Теперь задача (1)–(7) запишется в виде: минимизировать функционал 
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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Введем следующие обозначения
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 
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Отметим, что: 1. Задача оптимального быстродействия (1)-(7) имеет решение тогда и только тогда, когда для некоторого 
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Переход от исходной краевой задачи (2)-(7) к задаче оптимального управления (19)-(22) со свободным правым концом траектории назовем принципом погружения.


Существование решения.  Рассмотрим решение задачи 1. Введем следующие обозначения
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Лемма 2. Пусть матрица 
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Доказательство. Задача (1)-(7) имеет решение тогда и только тогда, когда для некоторого 
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Функции 
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Частные производные
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Теорема 2. Пусть матрица 
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Тогда функционал (19) при условиях (20)-(22) непрерывно дифференцируем по Фреше , градиент
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Кроме того, градиент 
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Доказательство. Пусть 
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ЛЕКЦИЯ 30. ОПТИМАЛЬНОЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ II
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Теорема 3. Пусть матрица 
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Тогда:
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Доказательство. Множество X – слабо бикомпактно, функционал (19) при условиях (20) – (22) слабо полунепрерывен снизу. Следовательно, на множестве X достигается нижняя грань функционала. Так как 
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Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2, множество 
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Доказательство. В отличие от теоремы 3, в условии теоремы 4 отсутствует требование на выпуклость функции 
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Построение оптимального решения. Рассмотрим решение задачи 2. Для построения решения оптимального быстродействия (1) – (7) необходимо найти последовательность 
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[image: image1659.wmf]]

inf

)

(

)

(

2

1

2

2

2

1

®

+

+

+

+

dt

t

z

t

z

d

x

                             (27)

при условиях (20) – (22), где последовательность 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 2, функция 
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3. Градиент 
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2. На основе формул (28) – (30) строим следующие последовательности
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Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5, последовательность 
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3. Справедливы следующие оценки скорости сходимости
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.


Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда последовательность
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 5 из лекции 29.


Сформулируем алгоритм построения оптимального решения задачи (1) – (7):
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5. Повторяя данную процедуру, можно найти со сколь угодной точностью значение 
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Пример. Рассмотрим задачу оптимального быстродействия следующего вида: минимизировать функционал
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при условиях


[image: image1716.wmf][

]

1

3

2

2

2

1

2

1

1

,

0

,

2

1

2

,

t

I

t

u

x

x

x

x

x

=

Î

+

+

=

=

·

·

,                         (33)

с краевым условием (закрепленными концами траектории)
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при наличии фазовых ограничений
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а также интегральных ограничений
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ограничение на значение управления
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Система дифференциальных уравнений (33) может быть представлена в виде
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Так как
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то фазовое ограничение (35) запишется в виде
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Как следует из ограничения (37), множество
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1. Принцип погружения. Из принципа погружения следует
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Теперь задача оптимального быстродействия (32) – (37) запишется в  виде
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где         
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Линейная управляемая система (12), (13) для данного примера имеет вид
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Задача оптимального управления (19) – (22) запишется в виде:
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2. Градиент функционала. Градиент функционала (44) при условиях (46) – (50) имеет вид
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3. Минимизирующая последовательность. Последовательность 
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4. Оптимальное решение. Можно показать, что для значения 
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Решение исходной задачи (32) – (37) имеет вид
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